
Äâàäöàòûé Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ
Àäëåð. 18 îêòÿáðÿ 2009 ã.

×åòâåðòûé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé
1. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå I, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ

ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ M è N ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà Q âûáðàíà íà ìåíüøåé äóãå
MN âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Òî÷êà F íà îòðåçêå AB òàêîâà, ÷òî FN ïåðïåíäèêóëÿðíî
IQ. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó F è ïàðàëëåëüíàÿ MQ ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ NQ
â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà K ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà BAC.
2. Ïóñòü G � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé àöèêëè÷åñêèé ãðàô

G′, îòëè÷àþùèéñÿ îò G òîëüêî îðèåíòàöèåé íåêîòîðûõ ð¼áåð, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ
âåðøèí a è b äëèíà ìàêñèìàëüíîãî ïðîñòîãî ïóòè îò a äî b â ãðàôå G′ íå ïðåâîñõîäèò
äëèíû ìàêñèìàëüíîãî ïðîñòîãî ïóòè îò a äî b â ãðàôå G.
3. Â ïðàâèëüíîì øåñòèóãîëüíèêå êàæäàÿ ñòîðîíà ðàçäåëåíà íà n ðàâíûõ ÷àñòåé. ×å-

ðåç âñå òî÷êè äåëåíèÿ è âåðøèíû øåñòèóãîëüíèêà ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå
ñòîðîíàì ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà, êîòîðûå ðàçäåëèëè øåñòèóãîëüíèê íà ïðàâèëüíûå
òðåóãîëüíèêè. Âñå òî÷êè âíóòðè è íà ñòîðîíàõ øåñòèóãîëüíèêà, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõî-
äÿò õîòÿ áû 2 èç ïðîâåäåííûõ ïðÿìûõ, íàçîâåì óçëàìè. Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü
ïî ñòîðîíàì òðåóãîëüíîé ñåòêè, êîòîðûé ïðîõîäèò ïî êàæäîìó óçëó ðîâíî 1 ðàç. Äî-
êàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ 2 óçëà, ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, êîòîðûå äåëÿò ïóòü
íà 2 ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïî äëèíå íå ìåíüøå òðåòè âñåãî ïóòè.
4. Äëÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë A = {a1, a2, . . . , ak} (k > 2) îáîçíà÷èì ÷åðåç

A + A ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë âèäà ai + aj, à ÷åðåç A − A � ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë
âèäó ai − aj, ãäå i è j ïðîáåãàþò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî k (â òîì ÷èñëå
è îäèíàêîâûå). Íàïðèìåð, äëÿ A = {1, 2, 3, 4} èìååì: A + A = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, à
A−A = {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}. Ìîæåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ â A+A îêàçàòüñÿ áîëüøå ÷åì
÷èñëî ýëåìåíòîâ â A− A?
5. Äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, . . . , an, b1, . . . , bn èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
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Äîêàæèòå, ÷òî n = 3 èëè 4.
6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî n2 âûïèñàëè â ðÿä ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå (n > 3).

Çà îäèí õîä ìîæíî ñäåëàòü îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé: äàííóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü . . . , a, b, c, . . . ìîæíî çàìåíèòü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü . . . , b, a, c, . . . , åñëè
(c − a)(c − b) < 0, à òàêæå ìîæíî çàìåíèòü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü . . . , a, c, b, . . . ,
åñëè (a − b)(a − c) < 0 (â êàæäîì ñëó÷àå ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ëèøü äâà ÷èñëà). Äâå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíó èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç
äðóãîé ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ õîäîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íå ìåíåå 1
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ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
7. Ïóñòü x1, x2, x3 è x4 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, íå ìåíüøèå åäèíèöû. Äîêàæèòå, ÷òî

ñðåäè íèõ ìîæíî âûáðàòü ÷èñëà xi è xj (1 6 i 6= j 6 4), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
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8. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n òàêîâû, ÷òî ìíîãî÷ëåí x2n+xn+1 äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí
x2m−xm +1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí x2n +xn +1 äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí x2m +xm +1.
9. Òî÷êè O, I è Ia � öåíòðû îïèñàííîé, âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé

íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ïðîäîë-
æåíèÿ ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî CP = BQ.
×åðåç òî÷êó I ïðîâåëè ïðÿìóþ `, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé OIa. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè CP , BQ è `, ëåæèò íà
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
10. Ïðîâåäåíû 2009 õîðä äàííîé ñôåðû, íå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç åå öåíòð. Èçâåñòíî, ÷òî

÷åðåç ñåðåäèíó ëþáîé õîðäû ïðîõîäèò õîòÿ áû îäíà èç îñòàëüíûõ õîðä. Äîêàæèòå, ÷òî
íàéäóòñÿ äâå õîðäû ñ îáùåé ñåðåäèíîé.


